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基本思想：

2005年，T.J.R. Hughes
等参元思想

CAD样条基函数FEA中

的形函数；

样条的控制节点计算网

格节点，

使CAD与CAE统一

等几何分析

优点：

几何精确、高阶连续、精度高、鲁棒性好、

无需传统的网格划分等

几何精确、高阶连续性对分析板壳结构有独

到的优势



 等几何分析(IGA)已成功用于固体力学、接触力学、流体力学、电磁学、

及生物力学等领域，并展现出其相对有限元法很大的优势。本讲座的内容

包括：

 (1)本质边界条件的施加；

 (2)板壳结构的力学性能(包括板、微型板、含缺陷板的静力弯曲、自振

特性和屈曲稳定)；

 (3)三维弹塑性大变形问题；

 (4)热传导问题和结构形状优化(等几何边界元法)；

 (5)带孔结构形状优化(扩展等几何分析)；

 (6)弹性体的自适应分析。



1.等几何分析本质边界条件的施加



样条基函数，如NURBS，不具有插值性

例如：

在开式节点矢量中，基函数仅在端点具有插值性

直接添加本质边界条件将降低求解精度及收敛率
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修正的最小

二乘配点法

减缩拉格朗
日乘子法

修正的最小二乘配点法

克服了最小二乘配点法

配点位置及数目的选择

问题，且减少了计算量。

减缩的拉格朗日乘子法克

服了拉格朗日乘子法条件

数差、自由度增加等缺点。



算例1：圆形域上的Poisson问题

   22 sin sinu x y   

     , sin sinu x y x y 

基函数阶次 p=q=2

(a) 物理网格                                                               (b) 控制网格



圆形域网格h细分过程 

不同方法的L2范数误差结果比较

(DM：直接添加法；LSCM：最小二乘配点法；MCM：修正的最小二乘配点法；RLMM：减缩拉格朗日乘子法)

不同方法的H1范数误差结果比较 

MCM和RLMM计

算方法比直接添加

法精度高且能获得

最佳收敛率 



算例2：无限大圆孔板问题

基函数阶次 p=q=2

(a) 物理网格                     (b) 控制网格



MCM和RLMM能获得比直接添加本质边界条件法更高的精度且能获得最佳收敛率

       两种方法求解精度高，能获得最佳收敛率，且求解效果一样，可以任选一种使用。

尹硕辉，面向CAD/CAE集成的等几何分析和有限胞元法研究及应用[D]，河海大学，2016



2.等几何分析在板壳中的应用



      板壳结构在航空航天、海洋船舶工程、机械制造、石油化工、

精密仪器、车辆工程、土木工程等领域有着广泛的应用。数值方

法分析板壳结构的力学行为（静力弯曲、自振特性、屈曲稳定）

需要形函数高阶连续，因此等几何分析非常适合分析板壳问题，

目前等几何分析用于分析板壳结构的文献最多。



薄板壳问题的等几何分析
• Kirchhoff-Love理论/经典板壳理论：

适应于薄板壳结构(R/t≥20)；
基函数C1连续。
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有限元法：采用非协调元(复杂，自由度多)

位移： 等几何分析：样条基函数高阶连续，可以
直接求导获得转角；使薄板壳分析更加简单
，且自由度少(无转动自由度)。
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挠度近似表达式：

基本方程

虚功方程



Kirchhoff-Love薄壳
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壳几何中面：

壳位移近似： Ku F
基本方程

虚功方程

优点：采用NURBS只需少量的控制节点就能精确地描述复杂曲面，且能满足Kirchhoff-
Love理论的单元之间C1连续性要求。

薄板壳问题的等几何分析

      传统有限元法很难精确表示薄壳结构，也不能满足Kirchhoff-Love薄壳理

论的高阶连续性要求。 



裁剪曲面

采用XFEM模拟孔洞的思想

采用水平集表示裁剪过程

薄板壳问题的等几何分析

在CAD建模中，复杂几何模型，如含切口的板壳模型，

通常采用一系列布尔运算如并、交及减等裁剪获得。

采用这种方式建立模型最终生成的是裁剪NURBS曲面，

如右图所示。目前对裁剪的NURBS曲面分析已有一些

研究，根据裁剪曲面构造裁剪单元用于等几何分析，

这种方法效率较低、有局限性。



算例：Laminate 板自由振动（材料层次为三层）

倾角 方法
阶次

1 2 3 4

(0°, 0°, 0°)

本文方法 18.192 30.936 36.082 56.420
Shojaee[91] 18.194 30.932 35.678 55.383
Bui[166] 18.226 31.127 36.237 56.874
Bui[166] 18.169 30.303 36.581 57.429

(15°,‐15°, 15°)

本文方法 19.100 32.149 36.458 57.573
Shojaee[91] 18.912 32.045 36.004 56.345
Bui[166] 19.177 32.445 37.238 58.716
Bui[166] 18.323 31.472 37.617 63.077

(30°,‐30°, 30°)

本文方法 20.606 33.997 37.610 59.797
Shojaee[91] 20.316 33.933 37.074 58.484
Bui[166] 20.926 34.915 39.101 62.222
Bui[166] 20.310 33.987 39.898 58.111

(45°, ‐45°, 45°)

本文方法 21.313 34.801 38.289 60.897
Shojaee[91] 20.982 34.848 37.559 59.325
Bui[166] 21.736 36.079 39.975 63.897
Bui[166] 20.987 34.897 39.269 63.375

(0°, 90°, 0°)

本文方法 18.201 31.082 36.096 56.473
Shojaee[91] 18.190 31.087 35.655 55.452
Bui[166] 18.278 32.264 36.134 57.151
Bui[166] 18.027 32.506 37.268 57.698

四边简支条件下不同铺层方向归一化频率计算结果

薄板壳问题的等几何分析



SSSS

SCSC

CCCC

薄板壳问题的等几何分析

前四阶振型图 



算例：laminate板屈曲分析

系数

控制节点数

Ovesy[167] Cheung[168] Tham[169]

9×9 16×16 21×21 28×28 33×33

k 2.0606 2.0177 1.999 1.9924 1.9886 1.9837 2.000 2.090

临界屈曲荷载系数计算结果

薄板壳问题的等几何分析



前八阶屈曲模态图 



算例：Scordelis–Lo Roof薄壳结构

几何：R=25、L=50、h=0.25；
材料参数：E=4.32×108、泊松比    =0。
均匀自重作用下，边界中点A横向位移解析解为0.3024



薄板壳问题的等几何分析

随着网格加密，计算结果

收敛于解析解；阶次越高

精度越高、收敛速度越快。 
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一阶剪切变形理论(FSDT)/ Reissner-Mindlin

中厚板问题的等几何分析

简化的一阶剪切变形理论
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0 b sw w w 
/x bw x    /y bw y   

 适于分析中厚板

无自锁现象
少一个自由度
基函数需C1连续

 分析薄板时存在自锁现象

转角约束条件：通过约束两排
控制节点上的弯曲挠度使
NURBS曲面在边界处斜率为零。



剪切自锁分析（方板，受均布荷载）

a/h
p=q=2 p=q=3

解析解[181]

FSDT S-FSDT FSDT S-FSDT
100 0.40483 0.405834 0.40645 0.406446 0.40644

1000 0.365443 0.405626 0.406919 0.406237 0.406237
10000 0.355241 0.405623 0.382474 0.406235 0.406237
100000 0.355115 0.405623 0.355649 0.406235 0.406237

1000000 0.355085 0.405623 0.355135 0.406235 0.406237

a/h
p=q=2 p=q=3

解析解[181]

FSDT S-FSDT FSDT S-FSDT
100 0.121346 0.124443 0.126772 0.126736 0.126532

1000 0.025249 0.124235 0.126799 0.126528 0.126532
10000 3.14E-04 0.124233 0.067402 0.126526 0.126532

100000 3.15E-06 0.124233 0.001352 0.126525 0.126532
1000000 3.15E-08 0.124233 1.37E-05 0.126525 0.126532

四边简支条件下归
一化中心挠度结果

四边夹支条件下归一
化中心挠度结果

中厚板问题的等几何分析

(1)基于一阶剪切变形理论，二阶NURBS基函数在长厚比a/h大于100时存在自锁问

题；三阶NURBS基函数在长厚比a/h大于1000时存在自锁现象。

(2) 基于简化的一阶剪切变形理论，二阶和三阶NURBS基函数都无自锁现象，能有

效地消除自锁问题。

(3) 增加NURBS基函数的阶次能提高求解的精度。



小变形几何非线性：
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非线性方程组

中厚板问题的等几何分析



算例：静力分析

方法 控制节点数 n=1 n =4 n =10

S-FSDT

6×6 0.5587 0.8227 0.9297
8×8 0.5622 0.8281 0.9356

12×12 0.5625 0.8286 0.9360
16×16 0.5625 0.8286 0.9361
24×24 0.5625 0.8286 0.9361

FSDT 16×16 0.5625 0.8286 0.9361

精确解

Thai[170] - 0.5625 0.8286 0.9361
Neves[171] - 0.5648 0.8241 0.9228

Carrera[172] - 0.5625 0.8286 0.9361

四边简支Al/Al2O3功能梯度板收敛性求解结果

中厚板问题的等几何分析



算例：自由振动

方法 控制节点数 n=1 n =4 n =10

S-FSDT

6×6 0.1625 0.1391 0.1321

8×8 0.1625 0.1389 0.1320

12×12 0.1624 0.1390 0.1320

16×16 0.1624 0.1390 0.1320

24×24 0.1624 0.1390 0.1320

FSDT 16×16 0.1630 0.1398 0.1323

精确解
Matsunaga[182] - 0.1640 0.1383 0.1306

Thai[183] - 0.1631 0.1378 0.1301

四边简支Al/Al2O3功能梯度板第一阶自振频率

中厚板问题的等几何分析

前六阶振型图



算例：屈曲分析

B.C. a/b (      ,      ) S-FSDT FSDT Yu[188] Zhao[189]

SSSS
0.5 -1,0 15.4200 15.415 15.42 15.4212

1 -1,-1 12.3358 12.3316 12.33 12.337

SCSC
0.5 -1,0 39.4720 39.4502 39.23 39.4784

1 -1,-1 19.7360 19.7251 19.74 19.7392

SFSF
0.5 -1,0 18.9763 18.9736 18.97 18.9775

1 -1,-1 14.6158 14.6102 14.62 14.6174

1 2

不同边界条件及长宽比的均匀材料矩形板归一化临界屈曲荷载计算结果

中厚板问题的等几何分析



算例：小变形几何非线性分析

0 12 5223w w= .
3 4

01 10.2522 0 0001333 q Lw w
h h Dh

   
 

= .

均布荷载作用下均匀材料
正方形薄板解析解为

中厚板问题的等几何分析

S-FSDT FSDT

      采用基于简化的一阶剪切变形理
论的等几何分析能获得与基于一阶
剪切变形理论的等几何分析相同的
结果，但计算效率要高。 



位移模式           
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开裂板

 
3 3 3 3
2 2 2 23 3r, r sin , r cos , r sin , r cos

2 2 2 2I
   

                  
         

G裂尖加
强函数

     
1 1 1 1
2 2 2 2, sin , cos , sin sin , cos sin

2 2 2 2l r r r r r     
                 

        
F

含内部缺陷板问题的等几何分析

一阶剪切变形理论

 适于分析中厚板问题

 分析薄板问题时存在
自锁现象

 裂纹对自锁现象也有
影响
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消除剪切自锁方法

其中l 是NURBS单元中最长边长，取 0.1 

含内部缺陷板问题的等几何分析



算例：自由振动

单元数
阶次

1 2 3 4 5

9×9 18.053 45.675 48.536 77.114 83.280

13×13 18.135 46.274 48.773 77.794 84.129

17×17 18.178 46.711 48.874 78.078 84.553

21×21 18.193 46.620 48.919 78.243 84.726

25×25 18.206 46.604 48.945 78.333 84.858

不修正 18.605 48.389 49.173 78.815 88.080

Stahl[194] 18.279 46.624 49.032 78.602 85.510

裂纹长度为c/a=0.4时，不同计算网格前5阶归一化频率计算结果

含内部缺陷板问题的等几何分析



算例：屈曲分析

考虑含中心圆孔Al/ZrO2功能梯度正方形板

网格
n

0 1 5

6×6 8.0015 5.5946 4.7567

12×12 7.2389 5.0623 4.3021

18×18 6.9999 4.8933 4.1625

24×24 6.9923 4.8879 4.1582

Natarajan[200] 7.0247 4.9105 4.1760

Zhao[199] 6.9711 4.6858 4.0609

单轴压缩荷载作用下，含中心圆孔的Al/ZrO2功能梯度板归一化临界屈曲荷载系数计算结果

含内部缺陷板问题的等几何分析



基于简化的准三维板理论的等几何分析

        经典板理论忽略了横向剪切变形影响，只适用于薄板。

       一阶剪切变形理论虽然考虑了横向剪切变形影响，但依赖于补充剪切修正因子，

且影响剪切修正因子的因素有很多，比如几何形状、边界条件、外力荷载等。

       在高阶剪切变形理论中，通过在位移场引入高阶项，从而提高了描述剪切变形的

准确性，避免了使用剪切修正因子。准三维板理论属于高阶剪切变形理论的一种，横

向位移沿板厚度变化，从而捕捉厚度拉伸效应。



基本理论

在广义准三维双曲线板理论中，板内位移可以表示为：

     0
0, , , x

wu x y z u x y z z
x


  



     0
0, , , y

wv x y z v x y z z
y


  



     
0, , , z

d z
w x y z w x y

dz



 

  1sinh cosh
2

zz h z
h

        
   

沿厚度方向的横向剪切应变和剪切应力分布的形状函数，该函数可表达为  z

中面六个未知位移量 

0u 0v 0w x y z





算例1：剪切自锁分析

a/h 方法 误差 (%) a/h 方法 误差 
(%)

20

本文方法 0.4109 0.0243

100

本文方法 0.4064 0

S-FSDT[150] 0.4115 0.1704 S-FSDT[150] 0.4064 0

解析解[151] 0.4108 解析解[151] 0.4064

103

本文方法 0.4062 0

104

本文方法 0.4062 0

S-FSDT[150] 0.4062 0 S-FSDT[150] 0.4062 0

解析解[151] 0.4062 解析解[151] 0.4062

105

本文方法 0.4062 0

106

本文方法 0.4062 0

S-FSDT[150] 0.4062 0 S-FSDT[150] 0.4062 0

解析解[151] 0.4062 解析解[151] 0.4062

w w

E = 1.092×106 N/mm2

0.3 

 
3

2 4

100
12 1 




wEhw
Pa

长为a，厚度为h受均

布荷载P = 1N的四边

简支正方形均质板



算例2：四边简支Al/Al2O3 功能梯度正方形板自振频率响应

Al/Al2O3 材料方形板，宽厚比 a/h = 5 ，基于两种不同理论的等几何分析结果 
 

Number of control points Method n=1 n=4 n=10 

6 × 6 
S-FSDT based IGA[32] 0.1625 0.1391 0.1321 

Present 0.1655 0.1405 0.1316 

8 × 8 
S-FSDT based IGA[32] 0.1625 0.1389 0.1320 

Present 0.1654 0.1404 0.1315 

12 × 12 
S-FSDT based IGA[32] 0.1624 0.1390 0.1320 

Present 0.1654 0.1404 0.1315 

16 × 16 
S-FSDT based IGA[32] 0.1624 0.1390 0.1320 
FSDT based IGA[32] 0.1630 0.1398 0.1323 

Present 0.1654 0.1404 0.1315 

24 × 24 
S-FSDT based IGA[32] 0.1624 0.1390 0.1320 

Present 0.1654 0.1403 0.1315 
 

固有频率计算结果

收敛迅速，且梯度指数对

计算结果影响显著，梯度

指数越大，自振频率越小。



算例3：屈曲分析

双轴压缩的四边简支的
Al/SiC方形功能梯度板
临界屈曲荷载

双轴压缩条件下四边简支Al/SiC功能梯度正方形板屈曲荷载

0.3m 
70mE GPa

Al 材料参数：

SiC材料参数：

420cE GPa
0.3c 

可以明显看到屈曲荷载随着厚宽比
的增大而增大，且梯度指数越大屈
曲荷载越小



微型薄板的等几何分析

        当材料进入微米量级时，材料和结构会表现不同于宏观尺度时的力学行为，即

材料的微尺度效应，大量的试验都观察到了这种微尺度效应。因此在分析小尺寸构

件时，有必要考虑微尺度效应。

       对微尺度效应研究的理论主要有非局部理论、应变梯度理论和偶应力理论，上

述理论中均采用材料特征长度参数来描述这种微尺度效应，而修正的偶应力理论中

只需要一个材料特征长度参数就可以对微尺度效应加以研究，因此该理论的应用比

较广泛。



基本理论





算例1

材料特征长度参数比对受正弦荷载的四边夹支Al/Al2O3材料正方形功

能梯度微型板归一化中心挠度影响。

   sin sinp x y 
a/h=20

归一化挠度计算结果随着梯

度指数的增加而增加；当梯

度指数相同时，材料特征长

度参数比越大，归一化挠度

越小 

70=mE GPaAl： 0.3=mv
Al2O3 ： 380=cE GPa 0.3=cv



算例2

阶次
控制点数

解析解[168]

7×7 9×9 11×11 13×13 15×15 17×17

0

2 0.2594 0.2614 0.2622 0.2626 0.2629 0.2635

0.26353 0.2637 0.2636 0.2635 0.2635 0.2635 0.2635

4 0.2636 0.2635 0.2635 0.2635 0.2635 0.2635

0.2

2 0.2260 0.2276 0.2283 0.2287 0.2289 0.2290

0.22943 0.2296 0.2294 0.2294 0.2294 0.2294 0.2294

4 0.2294 0.2294 0.2294 0.2294 0.2294 0.2294

l h

[168]Thai HT, Choi DH. Size-dependent functionally graded Kirchhoff and Mindlin plate 
models based on a modified couple stress theory. Compos. Struct. 2013;95 (1):142-53.

-6=17.6 10 mh 

a=20h

   sin sinp x y 

正弦荷载条件下四边简支正方形均质材料板归一化中心挠度

=14.4GPaE
=0.38

基函数阶次大于2
时，计算结果快速
收敛



算例3

n=0 n=1 n=10

本文方

法

精确解
[168]

本文方

法

精确解
[168]

本文方

法

精确解
[168]

0 19.2255 19.2255 8.3789 8.2145 3.9394 3.8359

0.2 22.0863 22.0863 9.9524 9.7879 4.4596 4.3560

0.4 30.6686 30.6685 14.6728 14.5082 6.0201 5.9164

0.6 44.9724 44.9723 22.5402 22.3753 8.6209 8.5171

0.8 64.9977 64.9976 33.5544 33.3892 12.2621 12.1581

1 90.7445 - 47.7157 - 16.9437 -

l h

双轴压缩四边简支的功能梯度材料正方形板归一化临界屈曲荷载。

[168]Thai HT, Choi DH. Size-dependent functionally graded Kirchhoff and Mindlin plate 
models based on a modified couple stress theory. Compos. Struct. 2013;95 (1):142-53.

=14.4GPacE =1.44GPamE

=0.38 -6=17.6 10 mh 
20a h边长：

临界屈曲荷载随着梯度指数

的增加而减小，同一梯度指

数时，临界屈曲荷载随着材

料特征长度参数比的增加而

增加。



基于考虑修正偶应力理论的非经典Kirchhoff理论，考虑微尺度效应使得微型薄

板的刚度有所增加，挠度会有所降低而自振频率和屈曲荷载会有所增加，这种微尺度

效应对薄板的力学性能影响明显。

        简化的一阶剪切变形理论(SFSDT)中，挠度被分解为弯曲挠度wb和剪切挠度ws两部

分，并且假设转角均由弯曲挠度对坐标的导数求得，故而满足薄板假设消除了剪切锁

定现象。等几何分析中的非均匀有理B样条（NURBS）形函数具有高阶连续性，可以

直接满足非经典简化的一阶剪切变形理论中对C2连续性的要求。

微尺度效应增加微型板的刚度，因而小尺寸效应增加自振频率和屈曲荷载。裂纹

的出现和裂纹长度减少微型板刚度，因此裂纹长度的增加减少自振频率和屈曲荷载。



考虑表面能和微结构的纳米薄板的等几何分析

       在微纳米尺度下，材料的表面应力对其力学性能将产生重要影响，使其力学

行为不同于经典的薄膜材料。在大尺寸结构中，材料的表面积体积比非常小，故

表面效应不是十分明显可以忽略。处于微纳米量级的固体材料，其材料特征长度

参数和表面应力会对材料力学性能产生显著影响。

     Gurtin-Murdoch（G-M）的表面弹性理论是考虑材料表面弹性的最为经典的理

论模型，这一理论能够比较好的解释微纳米尺度下的材料和结构的力学行为。引

入Gurtin-Murdoch表面弹性理论，结合非经典Kirchhoff理论，利用等几何分析方

法，就可以对纳米薄板的力学性态进行分析。



基本理论



算例1：表面能对板弯曲
性能的影响

a nm 200

h nm 10

边长为

厚度为

正方形Si纳米板 

四边简支的Si纳米板在均布荷载作用下归一化挠度

材料特征长度参数增加时，板

刚度在增加；在考虑了表面能

影响后，板的刚度会进一步增

加，所以得到的归一化挠度比

没有考虑表面能时有所减小。



算例2

a nm 200

h nm 10

边长为

厚度为

正方形Si纳米板 

受均布荷载的四边简支纳米板归一化挠度计算结果

均布荷载

(1)与经典板理论相比，考虑表面能影

响和考虑微尺度效应影响都会使板的

刚度变大；

(2) 使用经典板理论和考虑微尺度效应

影响的非经典板理论分析时，改边板

厚度对计算结果基本没有影响。使用

另外两种板理论时的计算结果会随着

板厚度的增加而增加，最后达到一个

比较稳定的数值；

(3)从计算结果来看，当板厚度为5nm

到7nm时，使用仅考虑表面能影响的非

经典板理论分析时，比使用仅考虑微

尺度效应影响的非经典板理论分析时

更能显著改变纳米板的刚度。



算例3:屈曲荷载

a nm 200

h nm 10

边长为

厚度为

正方形Si纳米板、 Al纳米板 l/h
Si Al

考虑表面
效应

未考虑表
面效应

考虑表面
效应

未考虑表
面效应

双轴
压缩

0 2.3901 2.0000 2.6127 2.0000
0.2 2.7117 2.3216 2.9823 2.3696
0.4 3.6765 3.2864 4.0911 3.4784
0.6 5.2845 4.8944 5.9391 5.3264
0.8 7.5357 7.1456 8.5264 7.9136
1 10.4302 10.0400 11.8528 11.2400

单轴
压缩

0 4.7803 4.0000 5.2255 4.0000
0.2 5.4235 4.6432 5.9647 4.7392
0.4 7.9531 6.5728 8.1823 6.9568
0.6 10.5691 9.7888 11.8783 10.6528
0.8 15.0715 14.2912 17.0527 15.8272
1 20.8603 20.0800 23.7055 22.4800

四边简支正方形纳米板临界屈曲荷载

(1)无论是否考虑表面能的影响，归一化临

界屈曲荷载都会随着材料特征长度参数的

增加而增加；(2)无论是受单轴压缩还是双

轴压缩时，考虑表面能影响时的临界屈曲

荷载都会大于未考虑表面能影响时的临界

屈曲荷载； (4)单轴压缩时的临界屈曲荷载

接近双轴压缩时的两倍。

    表面能效应和微尺度效应都显著地增加纳米板的刚度，使得纳米板的弯曲挠度

减小和屈曲荷载增加。

     对于超薄的纳米板，表面能效应成为主导。



3.等几何边界元法
求 解

稳态温度场问题



问题的提出

有限单元法

目前用途最为广泛，适用性最强的数值计算方

法，但用于建模使用的数据与用于计算的数据

模型不统一，造成前处理需要消耗大量时间。

等几何分析

等几何边界元法

由于建模的特殊性在于是对几何模型的边界

进行建模，而边界元又恰恰是使用边界上的

数据进行计算。等几何边界元可以将两者优

势结合在一起，使CAD与CAE更完美的结合。

IGA的提出克服了有限元中存在的

一些不足，提高了计算效率与准确

性，将CAD于CAE进行了完美结合。



基本理论 等几何边界元法求解温度场问题

在热传导理论中，稳态温度场问题的微分方程为 

2 0vk T q  
边界条件为：

in 

T T

2
Tk q
n






3
Tk hT q
n


 



(一类边界) 

(二类边界) 

(三类边界) 



基本理论 等几何边界元法求解温度场问题

根据加权余量法，格林积分以及分部积分等数学手段，可推得边界积分方程

             
3

* * *hT T q d T T d q T d
k  

          x x x , x x x , x x x , x

      定义为源点，是域内一点

     定义为场点，是边界上点

     、     为基本解

      为整个几何边界

      为存在第三类边界条件的几何边界

'x
x

*T *q


3



基本理论 等几何边界元法求解温度场问题

当边界上的        和        全为已知时，便可计算出域内

任意一点      处的温度，但由于边界积分方程的源点

     位于域内，为了求出边界上的未知量         和         ，

需要将源点安置在边界上，边界积分改写为

 T x  q x

x
 T x  q xx

       

       
3
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C T T q d

h T T d q T d
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当只有前两类边界条件时 ，可简化为
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根据离散的思想，将边界离散为     个互不重合的单元eN
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将源点定义为离散的节点时，就可以得到矩阵形式 

HT Gq
根据边界条件对矩阵进行处理，可得

基本理论 等几何边界元法求解温度场问题

AX = b



基本理论 等几何边界元法求解温度场问题

      在IGA中，几何曲线是通过节点向量、控制节点和权因子构造的，网格单元和节点

向量有关。在传统BEM中，配点就定义为单元的节点，但是在IGABEM中，节点（就是

IGA中的控制点）并不一定处在边界位置上，因此关于配点的定义为 

1 2 ...i i i p
i p

  
       1, 2,..., 1i n 

根据插值的思想和NURBS的局部支撑性可得
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离散后的等几
何边界元的边
界积分方程



基本理论 等几何边界元法求解温度场问题 边界
条件
施加

当源点处于积分单元时，在计算H矩阵

和G矩阵时就会分别出现强奇异积分以

及弱奇异积分。在传统边界元中，常位

势法通常可以用来避免强奇异积分问题，

但是在IGABEM中，该方法失效。采用

消减奇异部分的方法（SST）来进行计

算，该方法将奇异单元分为包含奇异点

的一小块奇异部分和可以正则积分部分，

奇异部分通过解析的方法求得。对于弱

奇异积分部分，用Tells提供的坐标变换

的方法可以有效避免奇异性。

奇异
积分

当边界条件为常量时，可以直接

在控制点上施加；当边界条件为

非常量时，可以直接使用边界积

分方程进行计算，进而避免了等

几何中边界条件施加造成的误差。



算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题

长度为a的矩形平板，上边界温度为                         ，其余边界温度都为0

该问题拥有解析解

 sinT x a

   
 

sin sinh
sinh

x a y a
T

 




矩形问题



几何模型的初始节点向量及权系数为

 0,  0,  0,  1/ 4,  1/ 4,  2 / 4,  2 / 4,  3 / 4,  3 / 4,  1,  1,  1k

NURBS基函数控制节点 配点和单元

算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题

w  1,1,1,1,1,1,1,1,1 



算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题

解析解与数值解的比较 IGABEM 解析解



算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题

圆环问题

初始几何模型 取对称性后的模型

外半径为10cm，内半径为2.5cm的圆环，外部圆边界温度为0℃，内

部圆边界温度为100摄氏度，求内部温度分布。



NURBS基函数控制节点 配点和单元

算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题

几何模型的初始节点向量及权系数为

 0,  0,  0,  1/ 4,  1/ 4,  2 / 4,  2 / 4,  3 / 4,  3 / 4,  1,  1,  1k

w  1,1 2 ,1,1,1,1 2 ,1,1,1 



算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题

对于1/4圆环整个
边界的L2误差

温度分布
解析解与数值解

的比较



算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题

复杂边界问题

边界条件如图所示，最左侧边界为第一类边界条件，是一个分布函数，中间圆弧边为

第二类边界条件，最右侧边界为第三类边界条件，其余边界为绝热边界。



节点向量：

k={0, 0, 0, 1/15, 1/15, 2/15, 2/15, 3/15, 3/15, 4/15, 4/15, 5/15, 5/15, 
6/15, 6/15, 7/15, 7/15, 8/15, 8/15, 9/15, 9/15, 10/15, 10/15, 11/15, 
11/15, 12/15, 12/15, 13/15, 13/15, 14/15, 14/15, 1, 1, 1} 

权因子：

w={1, 1, 1,          , 1,          , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,         , 1,         , 1, 1, 1, 1, 1, 
1, 1,        , 1,        , 1, 1, 1, 1, 1} 1 2

1 2 1 2 1 21 2

1 2

NURBS基函数控制节点 配点和单元

算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题



细化后的网格与配点 用于有限元求解的网格

算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题



IGABEM FEM

算例分析与讨论 等几何边界元法求解温度场问题

      IGABEM比传统的边界元拥有更高的计算精度以及更好的收敛性，相比于有限

元，可以大大减少前处理的网格划分工作量，用较少的自由度就能达到与有限

元相同的计算结果。



4.结构形状优化
的

等几何边界元法



问题的提出

形状优化是通过优化结构的几何外形，使其具有更好的力学特性。传统

形状优化通常采用有限元法进行结构响应分析。基于有限元法的形状优

化，每次迭代的过程中设计模型和计算模型间需要进行转换，大大地降

低了优化效率，且存在一定的转换误差。另外，基于有限元法优化后的

边界形状呈现锯齿状，需要进行边界光滑处理才能用于设计。



问题的提出

等几何边界元法不仅能精确地描述几何边界，且几何设计、仿真分析和形状优

化采用统一的数学描述即NURBS，从而避免了重复地划分网格和优化中的网格畸

变问题，提高设计、仿真和优化效率；优化后的边界是光滑的。



算例分析与讨论 算例一

机械零件的优化

下图为某机械零件示意图，由于结构的对称性，只取一半分析。几何参数

如下：AB=20 单位， BC=CD=4.5 单位， AF=FE=9 单位，且在 BC 段结构受

到 x 方向 P=100 单位的均布力。材料参数如下：杨氏弹性模量 E=107单位，泊

松比 v=0.3。 

 

 



算例分析与讨论 算例一

初始网格
优化前Mises应力云图

结构优化前的应力集中出现在 D 点，最大 von Mises 应力为 208.16。优化

的目标是让整个结构的面积最小，同时保证 CD 段最大 von Mises 应力不超过许

用应力，许用应力大小为 125。图中编号为 1、2、3 的控制点的竖坐标为设计

变量，横坐标值不变。设计变量的取值下限为 4.5，取值上限为 9。优化算法采

用粒子群优化算法(PSO)。 



算例分析与讨论 算例一

优化迭代过程



算例分析与讨论 算例一

 

优化前后设计变量的变化 

 

 

设计变量 下限 上限 初始值 优化后(PSO) 优化后 (MMA) 

1 4.5 9 7.875 6.2517 6.0814 

2 4.5 9 6.75 5.2158 5.1486 

3 4.5 9 5.625 4.7057 4.6895 

优化后网格 优化后Mises应力云图



算例分析与讨论 算例一

结构初始面积为 145.1602，优化后面积减为 138.7947，且优化边界

光滑。由结构优化后的 Von Mises 云图可知，在优化边界应力均匀过

渡，没有出现明显的应力集中现象。优化结果和基于 IGABEM 和

MMA 的优化结果做了对比，两种方法的优化结果具有良好的一致性

需要指出的是，MMA 是一种基于梯度的优化算法，本文所采用的粒

子群优化算法是一种智能优化算法，无需敏感性分析，实现过程简

单、方便。 



算例分析与讨论 算例二

含孔方板的优化

如图为一内部含圆形孔的方板，杨

氏弹性模量 52 10 PaE   ，泊松比 0.3  。由于

结构几何和受力的对称性，在以下的优

化过程中只取 1/4 结构进行分析。 
 



算例分析与讨论 算例二

初始网格 分析网格 优化前Mises应力云图

在初始设计网格的基础进一步细化得到分析网格，分析网格用于优化过程中的结构分析，具有更高

的计算精度。结构优化前的应力集中现象出现在圆孔内边界，最大应力值为921.4Pa。本例优化的

目标是让边界上的最大Mises应力最小化，同时保证圆孔面积不变小，优化的设计变量为控制点A、

B、C的横坐标和控制点A、B、D点的竖坐标。优化算法采用粒子群优化算法(PSO)。



算例分析与讨论 算例二

优化迭代过程



算例分析与讨论 算例二

优化后1/4结构网格 优化后Mises应力云图优化后整体结构网格

设计变量优化前后的变化 

设计变量 下限 上限 初始值 优化后（PSO） 

A (-4,0) (0,4) (-1, 0.4142) (-2.0523 , 0.3046) 

B (-4,0) (0,4) (-0.4142,1) (-0.8322 , 0.7422) 

C 点横坐标 -4 0 -1 -2.0546 

D 点竖坐标 0 4 1 0.7416 

 



算例分析与讨论 算例二

        含孔方板经过优化后，孔形由圆形变为椭圆形，与解析解结果一致。结构

优化后的最大von Mises应力由优化前的921.4Pa减为439.7Pa，孔形内部应力集中

现象明显减弱。



• 利用NURBS基函数精确地描述几何边界，统一了设计模型、分析模型和优化模型；

•采用边界积分法进行物理求解，无需离散结构内部区域，可有效地解决目前等几何分

析难由边/面生成体单元的瓶颈问题；

•以边界上的控制点为设计变量，优化后的边界是光滑的，可直接用于设计；

•粒子群优化算法属于无梯度的优化算法，能避免复杂的敏感性分析，使优化的实现更

为简便。

结论

算例分析与讨论



5.基于LR B-splines
的平面弹性体

的自适应多片等几何分析



问题的提出

等几何分析中常用的样条是B-splines和NURBS，但是B-splines和

NURBS具有张量性，局部细分非常困难。

初始网格 张量样条细分 局部细分



问题的提出

为了实现网格的局部细分，很多研究者在B-splines和NURBS基础上，

得出了能实现局部细分的样条，如T样条，PHT样条，THB样条，LR B-

splines等。LR B-splines是在B-splines和NURBS基础上发展而来，故LR B-

splines具有B-splines和NURBS特性，如高阶连续性等。由于LR B-splines

能够实现局部细分，基于LR B-splines可以实现自适应IGA分析。



基本理论  LR B-splines的简介

LR B-splines是定义在LR mesh上的，LR mesh是由Tensor mesh经过

LR B-splines细分得到的，并且每一次细分产生的网格都是Box mesh。 

Box mesh 是2维矩形中插入水平线或垂直线得到的。 Box mesh，Tensor 

mesh和LR mesh如图所示。

Tensor mesh Box mesh，not LR mesh LR mesh and Box mesh



基本理论 LR B-splines的局部细分

由于 LR B-splines 是由 B-splines 或 NURBS 得来，故 LR B-splines 的细分方法是参照

B-splines 或 NURBS 的全局 h 细分。对于局部节点向量  1 2 2, ,..., p   E ，在节点 1i  和 i 中插入 ，

则有 
     

1 21 2B B B     E E E  
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例如，局部节点向量 [0,1, 2,3]E ，插入节点 3
2

  ，则 1 2
3
4

   。如图所示，从图中可以看出，LR 

B-splines基函数总和没有发生改变，所以细分过程中几何形状不发生改变。 
 



基本理论 LR B-splines的局部细分

对于 2 维加权 LR B-splines 基函数      , ,B B B     Ε Η E Η ，细分时先在一个参数方向进行，然

后再细分另一个方向。细分一个参数方向如下 
                1 2

1 2 1 2, 1 2 , ,, , ,B B B B B B B B                    Ε Η E Η E E Η Ε Η Ε Η  

另一个参数方向的细分也是类似。 
LR B-splines 的局部细分策略有 3 种，分别

是 Full span，Minimum span 和 Structured mesh。
常用的网格细分策略是 Full span 和 Structured 
mesh。 

Full span 细分策略的对象是网格单元，对该

网格单元上所有不为 0的LR B-splines基函数

进行细分，如图(a)所示。Structured mesh 细分策略的对象是 LR B-splines 基函数，对该 LR 
B-splines 基函数所在的不为 0 的网格单元进行细分，如图(b)所示。Structured mesh 细分策

略得到的 LR B-splines 基函数是线性独立的，我们文中采用的就是该细分策略。为了控制

自适应等几何 LR B-splines 基函数增长速率，需要先定义一个自适应等几何参数。 



基本理论 应力恢复和误差

为了实现基于 LR B-splines 的自适应等几何分析，需要先获得后验误差估计。本文后

验误差估计是根据 Zienkiewicz–Zhu (Z–Z)误差估计思想，通过应力场恢复来定义的。应

力场恢复是根据等几何分析得到的应力近似，通过最小 2 乘拟合来计算的。应力场恢复

定义如下 
* *=m m m
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其中，对于 2 维单元有 
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其中xk是超级收敛点。运用最小 2 乘拟合可得如下线性方程组 
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基本理论 应力恢复和误差

误差定义如下 
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运用 Zienkiewicz–Zhu (Z–Z)误差估计思想，用应力恢复代替真实应力，得到后验误差

估计如下 
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同理相对后验误差估计定义如下 
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算例分析与讨论 自适应多片等几何求平面问题

厚壁圆筒问题

厚壁圆筒内部受径向均匀荷载，如图(a)所示。圆筒的外部半径b=20 

单位，内部半径a=5单位。均匀荷载p=1单位。 Young’s modulus E = 1000 

单位， Poisson’s ratio v= 0.3。根据对称性，取四分之一区域作为研究对象,

如图(b)所示。自适应参数

该问题的位移解析解如下

    2 1
2

1 1 2
1ru r b r

E c
  

  


5% 

bc
a





算例分析与讨论 自适应多片等几何求平面问题

2阶LR B‐splines几何建模以及相应控制点，如图(a)所示。初始计算网

格以及相应控制点，如图(b)所示

第2,4,6步自适应细分的网格如下图所示



算例分析与讨论 自适应多片等几何求平面问题

径向位移云图如下图所示，图(a) 表示自适应等几何位移近似解；图(b)

表示解析位移解；图(c)表示位移绝对误差云图。

径向应力云图如下图所示，图(a) 表示自适应等几何应力近似解；图(b)

表示解析应力解；图(c)表示应力绝对误差云图。



算例分析与讨论 自适应多片等几何求平面问题

误差收敛曲线如下图所示，收敛曲线是在双对数下绘制的。从误差收

敛曲线可知，自适应细分误差收敛速度比全局细分收敛速度快。



算例分析与讨论 自适应多片等几何求平面问题

L形状问题

问题区域是一个L形状，如图所示。 L=1单

位，Young ’s  modu lus  E  =  4×107  单位， 

Poisson’s ratio v= 0.25。自适应参数

该问题的位移解析解如下
2
3 2sin

3xu r    
 

2
3 2sin

3yu r    
 

应力边界和位移边界条件可以根据位

移解析解求得。该问题在原点应力具有奇

异性。根据L形状，用3片等几何建模。

5% 



算例分析与讨论 自适应多片等几何求平面问题

2阶LR B‐splines几何建模以及相应控制点，如图(a)所示。初始计算网

格以及相应控制点，如图(b)所示

第5,15,21步自适应细分的网格如下图所示



算例分析与讨论 自适应多片等几何求平面问题

水平方向位移云图如下图所示，图(a) 表示自适应等几何位移近似解；

图(b)表示真实位移解；图(c)表示位移绝对误差云图。

Mises应力云图如下图所示，图(a) 表示自适应等几何Mises应力近似解；

图(b)表示真实Mises应力解；图(c)表示Mises应力绝对误差云图。



算例分析与讨论 自适应多片等几何求平面问题

误差收敛曲线如下图所示，收敛曲线是在双对数下绘制的。从误差收

敛曲线可知，自适应细分误差收敛速度比全局细分收敛速度快。



算例分析与讨论 自适应扩展等几何求平面夹杂问题

双材料边界值问题

双材料边界值问题，如图所示。a=0.4单位，b=2单位。E1=1，v1=0.25。 

E2=10单位，v2=0.3。其中红色线表示夹杂面。自适应参数

位移解析解如下
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算例分析与讨论 自适应扩展等几何求平面夹杂问题

2阶LR B‐splines几何建模以及相应控制点，如图(a)所示。初始计算网

格，如图(b)所示

第2,3,4步自适应细分的网格如下图所示



算例分析与讨论 自适应扩展等几何求平面夹杂问题

径向位移云图如下图所示，图(a)表示自适应扩展等几何位移近似解；

图(b)表示真实位移解；图(c)表示位移绝对误差云图。

径向应力云图如下图所示，图(a) 表示自适应扩展等几何应力近似解；

图(b)表示真实应力解；图(c)表示应力绝对误差云图。



算例分析与讨论 自适应扩展等几何求平面夹杂问题

误差收敛曲线如下图所示，收敛曲线是在双对数下绘制的。从误差收

敛曲线可知，自适应细分误差收敛速度比全局细分收敛速度快。



6.基于扩展等几何分析
和混沌粒子群算法的带孔结构形

状优化设计



（1）带孔结构形状优化是常见的工程应用问题之一。结构形状优

化的主要目的是通过改变结构几何边界或孔轮廓来改善结构特性。

问题的提出

（2）它的设计过程集成了几何建模（CAD）、结构分析(CAE)

和优化算法。



问题的提出

有限单元法
（FEM）

几何设计模型(CAD)和分析模型(CAE)属于不同的数学定

式，这导致了CAD并不能直接用于 CAE中；优化过程中，

CAD和CAE频繁的数据交互不仅耗时，还使得累计误差

增大，最终影响了优化模型的实用性。

等几何分析(IGA)

扩展等几何方法
（XIGA）

XIGA结合了等几何分析和扩展有限元的各自

优势，既可以精确描述几何边界，又不需要

费时的网格重构。因此，在带孔结构的形状

优化方面，用XIGA作为结构的力学分析方法

优点：CAD和CAE采用统一的数学定式，实现对精确几

何模型的分析，避免了CAD和CAE数据交互过程，有利

于结构优化设计。

缺点：优化过程不能避免畸形单元的出现；NURBS基函

数采用张量积形式，针对含孔结构，基本的等几何方法并

不能灵活应用。

CAD和CAE方法选取



问题的提出

传统优化算法

常规的结构优化设计一般采用基于灵敏度分析的移动

渐进法(MMA) ，这类方法要求几何形体连续可微，

且灵敏度推导过程复杂繁琐，其优化结果又高度依赖

于初始值的选取。

群智能优化算法

混沌粒子群算法
（CPSO）

针对多极值的优化问题，群智能算法作为启

发式算法的一大类，极易陷入局部最优；因

此，在选用粒子群算法的基础上，又引入了

混沌扰动。

群智能优化算法是由自然界一些群体生物自组织行为或物理现

象设计出的随机搜索算法。这类算法有以下几个优势：①无需

偏导数信息，有效避开了复杂结构灵敏度的繁琐推导；②它是

根据适应度函数形成自反馈闭环系统的启发式算法，其优化结

果与初始值关联度不高；③算法结构简单，易于集成化。

优化方法



基本理论 优化问题描述

一般含约束优化问题可描述为：

 min
kx

  f x

约束形式

  0ih x 1 2 hi= , ,...,n

  0jg x 1 2 gj= , ,...,n

min maxk, k k,x x x  1 2 xk= , ,...,n
适应度函数

     0j j i iF f max ,g h      x x



基本理论 XIGA位移形式
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基本理论 标准粒子群算法

粒子群算法， 是近年来由J. Kennedy和R. C. Eberhart等开发的一种新的进化算法
(Evolutionary Algorithm ‐ EA)。PSO 算法属于进化算法的一种，和模拟退火算法相似，
它也是从随机解出发，通过迭代寻找最优解，它也是通过适应度来评价解的品质，
但它比遗传算法规则更为简单，它没有遗传算法的“交叉”(Crossover) 和“变
异”(Mutation) 操作，它通过追随当前搜索到的最优值来寻找全局最优。

速度更新公式：

 1
1 1 2 2

t t t t t t
i i best i best iw c r ( ) c r     V V P X G X

位置公式：
1 1t t t

i i i
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其中：



基本理论 混沌粒子群算法

混沌系统是由非线性确定系统产生的一种随机不规则运动。混沌函数产生的混沌序
列，具有不确定性、不可重复性以及不可预测性等特点。因此，在优化算法中引入
混沌系统，使其候选解集更具有多样性，从而有效避免陷入局部最优解。混沌函数
目前已被发现有很多种，如logistic函数、Ikeda函数、Hénon函数等。。

 选用混沌函数Zaslavskii

  3
1 cos 2k k ky u y e 
  

   1 1400 12 mod 1k k ku u y   



算例分析与讨论 A square plate with one circular hole 

The first example deals with a square plate with a hole under biaxial loading as shown in Fig. 1. The 
width of the plate is a=3m, the radius of the hole is r=0.2m. The Young's modulus and the Poisson's ratio 
are 210MPa and 0.3, respectively. A uniform traction px=45MPa is applied on the left and right sides, while 

a uniform traction py=22.5MPa is applied on the upper and lower sides.



算例分析与讨论 A square plate with one circular hole 

1 2

3

     

  

Fig.2 A square plate with one hole. (a) Computational domain, (b) Mesh, and (c) 
Description of hole shape. 



算例分析与讨论 A square plate with one circular hole 

     

  

Fig.3 The distribution of von Mises stress of the 
initial structure

Fig.4 The distribution of von Mises stress of the optimized 

structure



算例分析与讨论 A square plate with one circular hole 

     

  

Fig.5 Iteration process of optimization

  Theoretical 

solution [53]

FEM with 

MMA [25]

XFEM with 

MMA [25]
The present

K 2 1.85 1.83 1.86

Volume ‐ ‐ 73850 72450

Table 1 Comparison of the solutions by different methods



算例分析与讨论 The 2D suspension arm

     

  

Geometry and load of the 2D suspension arm

考虑一个2D的转矩臂算例，其对应的模型尺寸和边界条件如图8所示。转矩臂结构的初始参数
为:R1=40mm,R2=25mm,R3=54.2mm,R4=42mm,R5=10mm,R6=10mm,a=120mm,b=150mm,c=420
mm；转矩臂厚度为3mm。力学边界条件中，Px和Py分别为2789N和5066N；杨氏模量和泊松比
是207.4GPa 和 0.3；材料密度为7.81×10-6kg/mm3.



算例分析与讨论 The 2D suspension arm

     

  

The design model of torque arm structure.
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算例分析与讨论 The 2D suspension arm

     

  

  von Mises stress distribution of the initial structure.

 

von Mises stress distribution of the optimization structure

Iteration process of optimization.



7. 基于Bézier提取的三维等几何分析



• 等几何分析：形函数跨越若干单元，实现复杂

• Bézier提取方法可以把NURBS单元分解为C0连续的Bézier单元

• 基于Bézier提取的IGA可以在现有的FEM程序上实现IGA，只需对形函数加以修改



• Bernstein（伯恩斯坦 ）多项式

• Bézier曲线

Bézier曲线是由Bernstein多项式和控制点的线性组合
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 二阶B样条基函数进行Bézier提取运算后,原来B样条基函数已经被分解为C0连续的

Bézier单元，并且每个单元都对应于原有节点矢量中独立的一个节点跨度。

通过Bézier提取运算从B样条基函
数中获得Bézier 基函数示意图

 0,0,0,1,2,2,2 
 H 0,0,0,1,2,3,3,3  0,0,0,1,1,1Z 

通过节点矢
量

, 

定义的三维二阶B样条基函
数示意图 



• 算例1：厚壁圆筒

   

(a) 2 2 2  单元    (b) 4 4 4  单元 

 
(c) 8 8 8  单元 

内径 0.5r m  
外径 1R m  
高度 1H m  
内压 10P KPa  

=2.1 MPaE  
0.3   

根据对称性，取 1/4 分析 

 厚壁圆筒控
制点

厚壁圆筒单元剖分情况



r (m) 本文解(mm) 解析解(mm) 误差(%)

0.5 4.5397 4.5396 0.021

0.625 3.8187 3.8175 0.031

0.75 3.3720 3.3704 0.047

0.875 3.0819 3.0805 0.045

0.9375 2.9763 2.9749 0.047

1 2.8901 2.8889 0.042

表 1厚壁圆筒径向位移

L2范数
误差收
敛率比
较

能量
范数
误差
收敛
率比
较



• 算例2：空心厚壁圆球

空心厚壁圆球控制点

  

(a) 2 2 2  单元            (b) 4 4 4  单元           

 

(c) 8 8 8  单元 

空心厚壁圆球单元剖分情况

内径 0.5r m  
外径 1R m  
内壁受压 1 10P KPa  
外壁受压 2 10P KPa  

=2.1 MPaE  
0.3   

根据对称性，取 1/8 分析



r (m) 本文解(mm) 解析解(mm) 误差(%)

0.5 ‐3.8087 ‐3.8095 0.021

0.625 ‐3.6811 ‐3.6830 0.052

0.75 ‐3.8469 ‐3.8473 0.010

0.875 ‐4.1486 ‐4.1490 0.010

0.9375 ‐4.3295 ‐4.3296 0.002

1 ‐4.5236 ‐4.5238 0.004

空心厚壁圆球的径向位移

 L2范
数误
差收
敛率
比较

能量
范数
误差
收敛
率比
较





• 算例1：受内压厚壁圆筒

von Mises 屈服准则 
5=2.1 10  MPaE   

0.3  ， 
0 240 MPas   

0H   
分级加载 

140 MPaMAXR   

FEM(56355 
DOFs)

IGA(1536 DOFs)

荷载施加示意图



本文方法L2范数误差和能量范数收敛率荷载作用下内壁处径向位移

厚壁圆筒von Mises 应力云图示意图

FEM IGA
厚壁圆筒屈服区示意图
解析解求得弹塑性界面半径为0.603



厚度方向径向位移示意图 径向应力

切向应力 轴向应力



• 算例2：受内压厚壁圆球

FEM(42291 
DOFs)

IGA(1536 DOFs)

能量范数误差收敛率

荷载作用下内壁处径
向位移

荷载施加示意图



厚度方向径向位移 径向应力 切向应力

空心厚壁圆球von Mises 应力云图示意图

空心厚壁圆球屈服区示意图
解析解求得弹塑性界面半径为0.665

FEM IGA



• 算例3：受内压作用带弯头圆管

内径 0.5a  m 

外径 1b  m 

von Mises 屈服准则 

5=2.1 10  MPaE   

0.3  ， 

0 240 MPas   

0H   

分级加载 

140 MPaMAXR   FEM(11658 
DOFs)

IGA(1050 DOFs)



2 2 2
x y zu u u u  

FEM IGA FEM IGA
弯管von Mises 应力云图比较

FEM IGA
弯管屈服区云图比较左内边界上位移分布示意图







• 算例1：局部受压弹塑性块体 von Mises 屈服准则 
=6900 MPaE  

0.3  ， 
0 500 MPas   

0H   
分级加载 

800 MPaMAXR   

FEM 20×20×20                            IGA 10×10×10



荷载作用下IGA结果云图

荷载作用下FEM结果云图

A点 z
方向位
移随荷
载变化
示意图 

不同网格
剖分时块
体OA边
界上z方
向位移变
化情况



• 算例2：三维弯曲梁

内径 a=0.8m 
外径 b=1m 
梁高 L=1m 
von Mises 屈服准则 

5=2.1 10  MPaE   
0.3  ， 

0 440 MPas   

0H   
分级加载 

49MPaMAXR   

FEM 20×10×20                            IGA 8×6×8



荷载
作用
下
FEM
结果
云图

荷载
作用
下IGA
结果
云图

A点 x方
向位移
随荷载
变化示
意图 

不同网格
剖分情况
下弯曲梁
内壁底边
上x方向
位移变化
情况
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展     望

1、参数化，特别是复杂结构的参数化

2、样条函数

3、CAD与CAE真真的无缝结合

4、软件开发


